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Praštevilski delitelji Fibonaccijevih števil
Povzetek
Diplomska naloga opisuje Fibonaccijeva števila in zlato število ter njihove lastnosti in
uporabo v računalništvu. Fibonaccijeva števila so z zlatim številom tesno povezana,
saj se razmerja dveh zaporednih Fibonaccijevih števil v limiti približujejo zlatemu
številu. Fibonaccijeva števila lahko računamo na različne načine, rekurzivno, s Fi-
bonaccijevo Q-matriko ali pa z eksplicitno formulo, ki se imenuje Binetova formula.
Ta formula ni najboljši način računanja Fibonaccijevih števil, saj pri velikih vre-
dnostih prihaja do precejšnjih numeričnih napak. Veliko zanimivih povezav lahko
najdemo tudi med Fibonaccijevimi števili in praštevili. Ena je v tem delu tudi bolj
podrobno obravnavana in pravi, da imajo vsa Fibonaccijeva števila razen štirih svo-
jega praštevilskega delitelja, ki ne deli nobenega manjšega Fibonaccijevega števila.
Vprašanje, ali je Fibonaccijevih števil, ki so praštevila, neskončno, pa je trenutno ne-
rešeno vprašanje v matematiki. Še ena posebna lastnost Fibonaccijevih števil je ta,
da lahko poljubno naravno število enolično zapišemo kot vsoto Fibonaccijevih števil,
kar opisuje Zeckendorfov izrek. Iz te vsote lahko dobimo binarno kodo naravnega
števila, ki se imenuje Fibonaccijeva koda.
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Abstract
The thesis describes Fibonacci numbers, golden ratio, their properties and how they
can be used in computer science. Fibonacci numbers are closely related to the
golden number as the ratios of two consecutive Fibonacci numbers approach the
golden number. We can calculate Fibonacci numbers by recursion, Fibonacci Q-
matrix or with an explicit formula called Binet’s formula. This formula is not the
best approach, because we get large numerical errors for larger numbers. There are
many interesting relations between Fibonacci numbers and prime numbers. One of
them is that all Fibonacci numbers, except four special cases have a prime divisor
that does not divide any previous Fibonacci number, this property is explained
in detail in this thesis. The question whether there are infinitely many Fibonacci
primes is currently an unsolved problem in mathematics. Another special property
of Fibonacci numbers, explained in Zeckendorf’s theorem, is the fact that every
positive integer can be written uniquely as a sum of Fibonacci numbers. This
theorem induces a binary code known as Fibonacci code.
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1. Uvod
Fibonaccijeva števila in zlato število že stoletja vzbujajo zanimanje v matemati-
kih, umetnikih, biologih, arhitektih in nekaterih drugih ljudeh z različnih področij,
saj jih pogosto srečamo v vsakdanjem življenju, tako v naravi kot tudi v umetnosti
in arhitekturi. Ideja o Fibonaccijevih številih je zelo preprosta in lahko razumljiva.
Zaporedje Fibonaccijevih števil začnemo z dvema enkama, vsako naslednje Fibo-
naccijevo število pa je enako vsoti dveh predhodnih števil. Kljub preprosti ideji
Fibonaccijevih števil se izkaže, da imajo ta števila veliko različnih lastnosti in so
uporabna na zelo različnih področjih, njihova uporabnost se kaže predvsem v mate-
matiki in računalništvu.
Idejo o Fibonaccijevih številih je v 13. stoletju dobil italijanski matematik Leo-
nardo iz Pise, bolj znan kot Fibonacci. Njegova ideja izvira iz problema z zajci, ki
je opisan v [14, str. 62–63]. Pri tem problemu imamo prvi mesec en par odraslih
zajcev, ki ima vsak mesec en par mladičev. Vsak par mladičev potrebuje 1 mesec,
da odraste in ima nato ravno tako vsak mesec par mladičev itd. Pri problemu z
zajci želimo določiti število parov mladičev v poljubnem mesecu, pri čemer ves čas
predpostavljamo, da so zajci nesmrtni. V prvem mesecu je število mladičev 0, v
naslednjem imamo 1 par mladičev, v tretjem mesecu zopet 1 par, v četrtem mesecu
2 para, v petem mesecu 3 pare . . . Izkaže se, da zaporedje števil parov mladičev v
posameznih mesecih tvori natanko Fibonaccijevo zaporedje, saj je število parov v
vsakem mesecu enako številu parov v prejšnjem mesecu plus število parov, ki jih je
bilo pred dvema mesecema, saj jih je natanko toliko dobilo mladiče.
V tesni povezavi s Fibonaccijevimi števili je zlato število, ki ga običajno označu-




. To je iracionalno število, ki ga ponazorimo




= ϕ. V naslednjem poglavju
bomo videli, da zaporedje razmerij dveh zaporednih Fibonaccijevih števil konvergira
k ϕ.
Z zlatim številom je definirana tudi posebna vrsta spirale, katere oddaljenost od
izhodišča se na vsako četrtino obrata poveča za faktor ϕ. Imenujemo jo zlata spirala
in je definirana v polarnih koordinatah z r(φ) = ϕφ
2
π [21].
Fibonaccijeva števila in zlate spirale se zelo pogosto na različne načine pojavljajo
tudi v naravi, kar je opisano v [14, str. 96–97 in 105–109]. Zlate spirale so pogoste na
polžih, školjkah, rastlinah in tudi celotna galaksija naj bi imela obliko dveh zlatih
spiral. Poseben primer pojava Fibonaccijevih števil na rastlinah pa je fenomen,
imenovan filotaksa. Ta pojem opisuje razporeditev listov, semen, cvetov ali stebel
v spirale, katerih število je enako nekemu Fibonaccijevemu številu. Lep primer
filotakse so semena sončnice, ki tvorijo dve družini spiral, eno v smeri urinega kazalca
in drugo v nasprotni smeri. Prvih je običajno 34, drugih pa 55, lahko pa tudi 55
in 89 ali 89 in 144, torej natanko dve zaporedni Fibonaccijevi števili. Ta primer je
prikazan na sliki 1.
Diplomska naloga je vsebinsko razdeljena na tri dele. V prvem se bomo sezna-
nili z osnovnimi definicijami in lastnostmi Fibonaccijevih števil ter zlatega števila
in pojasnili, kako so Fibonaccijeva števila povezana z zlatim številom. V drugem
delu si bomo ogledali različne povezave med Fibonaccijevimi števili in praštevili in
dokazali osrednji izrek te diplomske naloge, ki pravi, da ima vsako Fibonaccijevo
število, z izjemo štirih, praštevilskega delitelja, ki ne deli nobenega manjšega Fi-
bonaccijevega števila. V zadnjem poglavju pa bomo pojasnili, kako lahko vsako
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Slika 1. Primer filotakse na sončnici.
naravno število enolično zapišemo kot vsoto Fibonaccijevih števil in kako iz te vsote
dobimo Fibonaccijevo kodo.
2. Fibonaccijeva števila in zlato število
V tem poglavju si bomo pogledali osnovne definicije in nekaj lastnosti zaporedja
Fibonaccijevih števil in zlatega števila, ter pojasnili, kakšna je povezava med njimi.
Pri tem bomo sledili [6] in [14].
2.1. Fibonaccijevo zaporedje.
Definicija 2.1. Fibonaccijevo zaporedje je rekurzivno podano zaporedje z začetnima
členoma F1 = 1 in F2 = 1 ter rekurzivno formulo Fn = Fn−1 + Fn−2. Včasih
definiramo tudi F0 = 0. Člene Fibonaccijevega zaporedja imenujemo Fibonaccijeva
števila. Fn označuje n-to Fibonaccijevo število v zaporedju.
Poglejmo si nekaj začetnih Fibonaccijevih števil:
F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13 F14 F15 F16 F17
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1597
Tabela 1. Začetni členi Fibonaccijevega zaporedja.
Fibonaccijeva števila lahko razširimo tudi na negativna cela števila in dobimo
alternirajoče zaporedje za negativne indekse. Za izračun Fibonaccijevega števila
z negativnim indeksom n samo spremenimo rekurzivno formulo v obliko Fn−2 =
Fn − Fn−1. Dobimo zaporedje Fibonaccijevih števil, definirano na celih številih
. . . 13,−8, 5,−3, 2,−1, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 . . .
Vidimo, da so členi z negativnimi indeksi po absolutni vrednosti enaki členom s
pozitivnimi indeksi, le da alternirajo po predznaku, zato jih lahko računamo iz členov
s pozitivnimi indeksi po formuli F−n = (−1)n+1Fn. Ta razširitev se ne uporablja
pogosto in tudi mi bomo v nadaljevanju tega dela uporabljali le osnovno definicijo
zaporedja z začetkom F1 = 1.
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Sedaj pa si poglejmo, kako lahko za poljubno naravno število n poiščemo Fn. Fn
teoretično lahko izračunamo neposredno iz definicije, vendar pa je to v praksi zelo
zamudno, saj moramo, če želimo začunati Fn, izračunati čisto vsa predhodna števila
od F1 do vključno Fn−1. Že za izračun F100 moramo izračunati kar 99 predhodnih Fi-
bonaccijevih števil, kar je precej zamudno. Za veliko večje vrednosti n pa je ta način
povsem neučinkovit, saj je časovna zahtevnost računanja z rekurzijo eksponentna
glede na n.
Ker znamo matrike potencirati v logaritemski časovni zahtevnosti glede na ek-
sponent, lahko problem računanja Fn prevedemo na problem potenciranja matrik.
Najprej definirajmo posebno matriko, s pomočjo katere lahko računamo Fibonacci-
jeva števila.





se imenuje Fibonaccijeva Q-matrika.
Izkaže se, da s potenciranjem Fibonaccijeve Q-matrike na n-to potenco, pri čemer
je n poljubno naravno število, dobimo matriko, ki vsebuje natanko 3 zaporedna
Fibonaccijeva števila, in sicer Fn, Fn−1 in Fn+1. Če nas torej zanima, kakšna je
vrednost Fn, moramo izračunati Qn−1.







Dokaz. Trditev dokažemo z indukcijo na n.

















in dokažemo, da iz
tega sledi, da trditev velja tudi za n+ 1,













Fn+1 + Fn Fn+1








2.2. Zlato število. Sedaj si poglejmo še definicijo zlatega števila in nekaj njegovih
lastnosti.
Definicija 2.4. Zlato število je razmerje, ki ga ponazorimo z delitvijo daljice na




. To razmerje imenujemo tudi zlati rez ali število
zlatega reza in ga označujemo z grško črko ϕ.


























Če obe strani enačbe (3) pomnožimo s ϕ in damo vse na eno stran enačaja, dobimo
kvadratno enačbo
ϕ2 − ϕ− 1 = 0.








. Zlato število mora biti
pozitivno, saj je definirano z razmerjem dveh dolžin. Iskana rešitev je torej















, kar je enako 1,61803398 . . .
Torej imata ϕ1 in ϕ2 popolnoma enak decimalni del.
Za ϕ se izkaže, da je iracionalno število. Pred dokazom iracionalnosti pa si oglejmo
še eno lastnost števila ϕ, ki smo jo dokazali že v dokazu zgornje trditve.
Lema 2.6. Za ϕ velja enakost ϕ = 1 + 1
ϕ
oziroma ϕ2 = ϕ+ 1.
Ta lema ima precej zanimivih posledic, ki si jih bomo ogledali v nadaljevanju.




Sedaj si poglejmo še nekaj drugih posledic, ki podajajo posebne lastnosti zlatega
števila ϕ.
Posledica 2.7. ϕ je iracionalno število.
Dokaz. Iracionalnost ϕ bomo dokazali s protislovjem. Predpostavimo torej, da je ϕ
racionalno število, kar pomeni, da ga lahko zapišemo v obliki okrajšanega ulomka
ϕ = a
b
, pri čemer sta a in b celi števili in je a večji od b, saj je ϕ večji od 1. Enačbo iz
leme 2.6 malce obrnemo in dobimo ϕ = 1
















Dobili smo nov zapis števila ϕ kot ulomka ϕ = b
a−b . Števec v tem ulomku je b, ki je
manjši od a, mi pa smo predpostavili, da je a
b
okrajšani ulomek, zato bi moral biti
a najmanjši možni števec. Prišli smo torej do protislovja. □
Če prvo enačbo iz leme 2.6 na levi in desni pomnožimo s ϕn−1, pri čemer je n
poljubno naravno število, dobimo ϕn = ϕn−1 + ϕn−2.
Definirajmo sedaj zaporedje potenc števila ϕ
ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 . . .
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To zaporedje ima zelo zanimivo lastnost. Vsak člen zaporedja je enak produktu
prejšnjega člena s ϕ, torej je to zaporedje geometrijsko. Hkrati pa iz zgornje enačbe
sledi, da je tudi aditivno, saj je vsak člen enak vsoti prejšnjih dveh členov.
Poglejmo si še nekaj različnih predstavitev zlatega števila in njegovih lastnosti,
opisanih v [11, 7. poglavje].
Iz leme 2.6 sledi zapis zlatega števila z verižnimi ulomki. Vzemimo enačbo ϕ =
1 + 1
ϕ
iz leme in ϕ v ulomku na desni strani nadomestimo z isto enačbo. Dobimo
ϕ = 1 + 1
1+ 1
ϕ
. Če s tem postopkom nadaljujemo, lahko definiramo zaporedje:
ϕ1 = 1, ϕ2 = 1 +
1
1














V naslednjem poglavju bomo pokazali, da je limita tega zaporedja enaka ϕ:
ϕ = lim
n→∞






Zgoraj definirano zaporedje predstavlja zaporedje racionalnih približkov števila ϕ.
Poglejmo si začetek zaporedja približkov:










Lahko bi vzeli začetni približek ϕ1 = 1 in vsak naslednji člen v zaporedju izračunali
iz prejšnjega z rekurzivno formulo ϕn = 1 + 1ϕn−1 .


























Opazimo, da so v zaporedju natanko razmerja dveh zaporednih Fibonaccijevih
števil. V nadaljevanju bomo pokazali, da to zaporedje racionalnih približkov res
konvergira k ϕ.
Poglejmo si sedaj, zakaj v zaporedju nastopajo natanko ulomki Fibonaccijevih




. Vsak naslednji člen zaporedja pa do-
bimo iz prejšnjega, če njegovi obratni vrednosti prištejemo 1, torej je naslednji člen






. Dobili smo natanko ulomek naslednjih členov Fi-
bonaccijevega zaporedja. Če vzamemo za trenutni člen Fn
Fn−1
za poljubno naravno
število n, bo naslednji člen v zaporedju Fn+1
Fn







Iz leme 2.6 sledi še en zapis števila ϕ kot limite. Če korenimo levo in desno stran
enačbe iz leme, dobimo ϕ =
√
1 + ϕ. Sedaj ϕ na desni strani enačbe nadomestimo z




1 + ϕ. Če tako nadaljujemo, dobimo zaporedje
ϕ1 = 1, ϕ2 =
√










1 + 1, · · ·
Za člene zaporedja velja rekurzivna zveza ϕn+1 =
√
1 + ϕn. To zaporedje je na-




, zato ima limito. Vsak člen zaporedja lahko
zapišemo kot funkcijo prejšnjega člena: f(x) =
√
1 + x. Sedaj poiščemo presek te
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funkcije s premico y = x:
√
1 + x = x
1 + x = x2
x2 − x− 1 = 0.








. Ker so vsi členi zaporedja pozitivni,
je iskana rešitev enačbe x1. Torej je ϕ tudi limita tega zaporedja.
Z zlatim številom lahko definiramo posebno vrsto pravokotnika in spirale.
Definicija 2.8. Pravokotnik s stranicama a in c, ki sta v razmerju zlatega števila,
a
c
= ϕ, imenujemo zlati pravokotnik.
Dober približek zlatega pravokotnika je Fibonaccijev pravokotnik, ki ga bomo
definirali v naslednjem poglavju.




Oddaljenost zlate spirale od centra se na vsako četrtino obrata poveča za faktor
zlatega števila.





Slika 2. Odsek zlate spirale za vrednosti φ = [0, 5π].
2.3. Povezava med Fibonaccijevim zaporedjem in zlatim številom. V prej-
šnjem poglavju smo že nakazali, kakšna je povezava med zaporedjem Fibonaccijevih
števil in zlatim številom, sedaj pa si bomo povezavo pogledali bolj podrobno in
dokazali, da res velja. Pri tem bomo sledili [3].






Ta lastnost je dobro vidna že iz grafa prvih petnajstih razmerij zaporednih Fibo-
naccijevih števil.
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Slika 3. Graf razmerij Fibonaccijevih števil, ki se približuje ϕ.
Dokaz. Definirajmo zaporedje Rn = Fn+1Fn za n = 1, 2 . . . Iz definicije Fibonaccijevih











Sedaj upoštevamo to zvezo in lemo 2.6 in izračunamo























Ker je 0 < 1
ϕ




)n−1 = 0. Iz zgornje neenakosti torej sledi
lim
n→∞
|Rn − ϕ| = 0.




2.3.1. Fibonaccijev pravokotnik in spirala. Poglejmo si Fibonaccijeve pravokotnike
in spirale ter kako jih zgornji izrek povezuje z zlatim pravokotnikom in spiralo. To
je opisano v [14, str. 95–97].
Definicija 2.11. Fibonaccijev pravokotnik je pravokotnik z dolžinama stranic ena-
kima dvema zaporednima Fibonaccijevima številoma.
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Zaporedje Fibonaccijevih pravokotnikov skonstruiramo po naslednjem postopku.
Najprej narišemo kvadrat velikosti 1×1 in nato na njegovo levo stranico dorišemo še
en 1×1 kvadrat ter dobimo pravokotnik velikosti 2×1. Na daljši stranici na spodnji
strani tega pravokotnika narišemo kvadrat velikosti 2 × 2 in dobimo pravokotnik
3×2. Sedaj na desni stranici narišemo kvadrat velikosti 3×3 in dobimo pravokotnik
5× 3. Če nadaljujemo po tem postopku v nasprotni smeri urinega kazalca, dobimo
Fibonaccijeve pravokotnike z dolžinami stranic 8 × 5, 13 × 8, 21 × 13. . . Če bi na
vsakem koraku dobljeni pravokotnik najprej pomanjšali tako, da bi bila dolžina
krajše stranice 1 in nato dorisali kvadrat v ustreznem razmerju, bi se pravokotniki
bližali zlatemu pravokotniku, saj bi se razmerja stranic po lemi 2.10 bližala zlatemu
številu.











Slika 4. Zaporedje Fibonaccijevih pravokotnikov.
Definiramo lahko tudi Fibonaccijevo spiralo, ki jo dobimo, če v vsakem kvadratu
znotraj Fibonaccijevega pravokotnika, ki smo ga dobili po zgoraj opisanem postopku,






Slika 5. Fibonaccijev pravokotnik in Fibonaccijeva spirala.
2.3.2. Binetova formula. Zlato število ima pomembno vlogo pri računanju poljub-
nega Fibonaccijevega števila, saj lahko z njegovo pomočjo izračunamo Fn za po-
ljubno naravno število n z eksplicitno formulo, ki se imenuje Binetova formula. To
je na prvi pogled dober način računanja Fibonaccijevih števil, saj nam ni treba
izračunati vseh predhodnih členov zaporedja, da ugotovimo vrednost člena, ki nas
zanima. Vendar bomo v nadaljevanju videli, da to v resnici ni najboljši način za
računanje Fibonaccijevih števil, saj ne dobimo točnih vrednosti. Poglejmo si sedaj,
kakšna je ta formula in jo dokažimo. Pri dokazu bomo sledili [16].
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Pred dokazom Binetove formule si oglejmo še eno zvezo med zlatim številom in
Fibonaccijevimi števili.
Lema 2.13. Za vsako naravno število n in vsak ϕ, ki ustreza enačbi ϕ2 = ϕ+ 1, je
ϕn = ϕFn + Fn−1.
Dokaz. Enakost bomo dokazali z indukcijo na n.
Za bazo indukcije vzamemo n = 1, vstavimo v enačbo in dobimo
ϕ1 = ϕF1 + F0 = ϕ.
Za indukcijsko predpostavko vzamemo, da enačba velja za n (ϕn = ϕFn + Fn−1)
in dokažemo, da potem velja tudi za n+ 1.
ϕn+1 = ϕϕn
= ϕ(ϕFn + Fn−1) (upoštevamo indukcijsko predpostavko)
= ϕ2Fn + ϕ(Fn+1 − Fn) (upoštevamo definicijo Fibonaccijevih števil)
= ϕFn+1 + Fn(ϕ
2 − ϕ)
Sedaj upoštevamo, da je ϕ2 = ϕ+ 1 in dobimo:
ϕn+1 = ϕFn+1 + Fn. □
Sedaj lahko s pomočjo te leme dokažemo Binetovo formulo.









ϕ1 in ϕ2 po zgornji lemi rešita tudi enačbo ϕn = Fnϕ + Fn−1 za poljuben n, torej
veljata enakosti
(4) ϕ1n = ϕ1Fn + Fn−1
in
(5) ϕ2n = ϕ2Fn + Fn−1.
Enačbi (4) in (5) odštejemo med seboj:
ϕn1 − ϕn2 = (ϕ1 − ϕ2)Fn + Fn−1 − Fn−1 = (ϕ1 − ϕ2)Fn.
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(ϕn − (−ϕ)−n). □
Če želimo izračunati Fn za poljubno naravno število n, lahko to s pomočjo Bi-
netove formule storimo zelo hitro, saj n preprosto vstavimo v formulo. Vendar pri
velikih vrednostih zaradi iracionalnosti števila ϕ, korenov, potenciranja in deljenja
prihaja do velikih numeričnih napak in ne dobimo natančne vrednosti. Prej opi-
sani postopek računanja s pomočjo matrik je zato boljši, saj z njim vedno dobimo
natančno vrednost Fn, tudi za večje vrednosti števila n.
2.4. Lastnosti Fibonaccijevih števil. V tem poglavju si bomo pogledali nekaj
lastnosti in identitet Fibonaccijevih števil iz [9].
Najprej si poglejmo, kakšna je vsota poljubnega števila začetnih zaporednih Fi-
bonaccijevih števil, njihovih kvadratov, ter Fibonaccijevih števil s samo lihimi ali
samo sodimi indeksi. Sledili bomo [14, str. 73–74].
Trditev 2.14. Za vsako naravno število n je vsota prvih n Fibonaccijevih števil za
ena manjša od Fn+2, kar lahko zapišemo z enačbo
n∑︂
i=1
Fi = Fn+2 − 1.
Dokaz. Enakost bomo dokazali z indukcijo.
Za bazo indukcije vzamemo n = 1 in izračunamo obe strani enačbe, F1 = 1 in
F1+2 − 1 = 2− 1 = 1. Enakost na bazi očitno velja.
Za indukcijsko predpostavko vzamemo
∑︁n
i=1 Fi = Fn+2 − 1 in dokažemo, da ob







= Fn+2 − 1 + Fn+1
= Fn+3 − 1. □
Tudi za vsoto Fibonaccijevih števil z lihimi ali sodimi indeksi imamo formuli.
Trditev 2.15. Za poljubno naravno število n je vsota prvih n Fibonaccijevih števil





Vsota prvih n Fibonaccijevih števil s sodimi indeksi pa je za 1 manjša od F2n+1,
n∑︂
i=1
F2i = F2n+1 − 1.
Dokaz. Obe enačbi dokažemo z indukcijo, dokaz je analogen dokazu prejšnje trditve.
□
Formulo imamo tudi za vsoto kvadratov prvih n zaporednih Fibonaccijevih števil.
Trditev 2.16. Za poljubno naravno število n je vsota kvadratov prvih n Fibonacci-





Dokaz. Tudi to lastnost dokažemo z indukcijo.
Za bazo indukcije vzamemo n = 1 in izračunamo obe strani enačbe iz trditve,
F1
2 = 1 in F1F2 = 1 · 1 = 1. Enakost na bazi očitno velja.
Za indukcijsko predpostavko vzamemo
∑︁n
i=1 Fi
2 = FnFn+1 in dokažemo, da la-










= FnFn+1 + Fn+1
2
= Fn+1(Fn + Fn+1)
= Fn+1Fn+2 □
Štiri zaporedna Fibonaccijeva števila so med seboj zanimivo povezana, produkt
dveh zaporednih Fibonaccijevih števil se od produkta njunih sosedov razlikuje za 1.
Trditev 2.17. Za vsako naravno število n večje ali enako 3, je
Fn−1Fn − Fn−2Fn+1 = (−1)n.
Dokaz. Enakost zopet dokažemo z indukcijo. Za bazo vzamemo n = 3 in izračunamo
F2F3 − F1F4 = 1 · 2− 1 · 3 = −1 = (−1)3.
Za indukcijsko predpostavko vzamemo Fn−1Fn−Fn−2Fn+1 = (−1)n in dokažemo,
da lastnost velja tudi za n+ 1.
FnFn+1 − Fn−1Fn+2 = (Fn−2 + Fn−1)Fn+1 − Fn−1Fn+2
= Fn−2Fn+1 + Fn−1(Fn+1 − Fn+2)
= Fn−2Fn+1 − Fn−1Fn
= −(−1)n
= (−1)n+1 □
Oglejmo si še dve lastnosti, ki ju lahko dokažemo s pomočjo Fibonaccijeve Q-
matrike. Pri opisu in dokazu obeh bomo sledili [14, str. 323–324].
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Trditev 2.18. Za tri zaporedna Fibonaccijeva števila obstaja formula, imenovana
Cassinijeva identiteta, ki pravi, da se kvadrat poljubnega Fibonaccijevega števila od
produkta njegovih sosedov razlikuje za 1, kar lahko zapišemo s formulo kot
Fn+1Fn−1 − F 2n = (−1)n.
Dokaz. Identiteto lahko dokažemo s pomočjo Fibonaccijeve Q-matrike, saj je leva
stran enačbe enaka determinanti matrike Qn.


















Posplošitev Cassinijeve identitete je Catalanova identiteta, ki pravi, da je
Fn
2 − Fn+rFn−r = (−1)n−rFr2.
Dokaz te identite je daljši in se nahaja na spletni strani [17].
Lema 2.19. Za poljubni naravni števili n in m je Fn+m+1 = FmFn + Fm+1Fn+1.





















Fn+1Fm+1 + FnFm Fn+1Fm + FnFm−1
FnFm+1 + Fn−1Fm FnFm + Fn−1Fm−1
)︃
.(8)
Sedaj enačimo člena v prvi vrstici in prvem stolpcu v (6) in (8) ter dobimo iskano
lastnost Fn+m+1 = FmFn + Fm+1Fn+1. □
Lema 2.20. Vsaki dve zaporedni Fibonaccijevi števili sta si tuji.
Dokaz. Tudi to lastnost dokažemo z indukcijo.
Za bazo indukcije vzamemo F1 = 1 in F2 = 1, ki sta očitno tuji števili.
Za indukcijsko predpostavko vzamemo, da sta si Fn in Fn−1 tuji in s protislovjem
pokažemo, da sta si ob tej predpostavki tuji tudi Fn+1 in Fn.
Predpostavimo, da si Fn+1 in Fn nista tuji. V tem primeru obstaja celo število
m različno od 1, ki hkrati deli Fn+1 in Fn. Iz definicije Fibonaccijevih števil vemo,
da je Fn−1 = Fn+1 − Fn, torej m deli tudi Fn−1. To pa je v nasprotju z začetno
predpostavko, saj smo prišli do ugotovitve, da m hkrati deli Fn in Fn−1, ki pa sta
po predpostavki tuji števili, torej ne moreta imeti skupnega delitelja, ki je različen
od 1. □
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Sedaj si poglejmo še eno lastnost, ki velja za Fibonaccijeva števila.
Lema 2.21. Za poljubni naravni števili n in m velja, da Fm deli Fmn.
Dokaz. Lastnost dokažemo z indukcijo na n.
Za bazo indukcije vzamemo n = 1. Trditev očitno drži za bazo, saj Fm deli Fm·1.
Za indukcijsko predpostavko vzamemo, da Fm deli Fmn in pokažemo, da ob tej
predpostavki Fm deli Fm(n+1). Število Fm(n+1) zapišemo v obliki Fmn+(m−1)+1. Upo-
števamo lemo 2.19 in dobimo:
Fm(n+1) = FmnFm−1 + Fmn+1Fm.
Ker Fm po predpostavki deli Fmn, deli oba člena v vsoti na desni, torej deli tudi
Fm(n+1). □
Iz lem 2.20 in 2.21 sledi naslednja lastnost.
Posledica 2.22. Za poljubni naravni števili n in m velja, da sta Fm in Fmn+1 tuji.
Dokaz. Označimo največji skupni delitelj Fm in Fmn+1 z d. Ker d deli Fm, iz leme
2.21 sledi, da deli tudi Fmn. Vidimo, da d hkrati deli Fmn+1 in Fmn, ki pa sta po
lemi 2.20 tuji. Torej je d = 1, kar pomeni, da sta Fm in Fmn+1 res tuji. □
V naslednji trditvi je opisana ena izmed pomembnejših lastnosti Fibonaccijevih
števil, ki podaja odnos med največjimi skupnimi delitelji Fibonaccijevih števil in
največjimi skupnimi delitelji njihovih indeksov. Iz te lastnosti sledi veliko ostalih
lastnosti. Pri dokazu te lastnosti bomo sledili [2].
Trditev 2.23. Za poljubni naravni števili n in m je (Fm, Fn) = F(m,n).
Dokaz. Brez škode za splošnost predpostavimo, da je m < n in n zapišemo v obliki
n = mk + r, pri čemer sta k in r celi števili in 0 ≤ r < m. Sedaj z upoštevanjem
lem 2.19, 2.21 in 2.22 dokažemo, da je (Fm, Fn) = (Fm, Fr).
(Fm, Fn) = (Fm, Fmk+(r−1)+1)
= (Fm, FmkFr−1 + Fmk+1Fr) (lema 2.19)
= (Fm, Fmk+1Fr) (lema 2.21)
= (Fm, Fr) (lema 2.22)
Hkrati velja, da je (m,n) = (m,mk+r) = (m, r). Opazimo, da je to podobno zgornji
enakosti, če opazujemo indekse Fibonaccijevih števil. Iskanje največjega skupnega
delitelja števil Fm in Fn lahko torej prevedemo na iskanje največjega skupnega de-
litelja števil m in n, tega pa lahko poiščemo s pomočjo Evklidovega algoritma. Ko
pridemo do tega, da je (m,n) = (s, 0) = s, vemo tudi, da je (Fm, Fn) = (Fs, 0) = Fs.
Torej velja:
(Fm, Fn) = Fs = F(m,n). □
Zgled 2.24. Za zgled zgornje trditve vzamemo n = 9 in m = 12. Iz tabele 1 vidimo,
da je F9 = 34 in F12 = 144. Izračunamo obe strani enačbe iz leme,
(F9, F12) = (34, 144) = 2
in
F(9,12) = F3 = 2
in vidimo, da smo obakrat dobili isto vrednost. ♢
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Naslednja posledica trditve 2.23 povezuje deljivost dveh Fibonaccijevih števil z
deljivostjo njunih indeksov.
Lema 2.25. Za poljubni naravni števili n in m velja, da Fn deli Fm natanko tedaj,
ko n deli m.
Dokaz. Dokaz hitro sledi iz trditve 2.23:
Fn | Fm ⇔ (Fm, Fn) = Fn = F(m,n) ⇔ n = (m,n) ⇔ n | m. □
Če opazujemo soda števila v Fibonaccijevem zaporedju, lahko opazimo, da se
pojavljajo v vzorcu. Prvo sodo število je F3 = 2, naslednje je F6 = 8, potem F9,
F12 . . . Hitro vidimo, da je natanko vsako tretje število v zaporedju, z začetkom F3,
sodo.
Posledica 2.26. Za vsako naravno število i je F3i sodo število.
Dokaz. Dokaz sledi iz leme 2.25. V našem primeru je n = 3 in po lemi velja ek-
vivalenca 2 | Fm ⇔ 3 | m. Če za m vzamemo večkratnik števila 3, je desna stran
ekvivalence izpolnjena, torej sledi, da 2 deli Fm, kar pomeni, da mora biti Fm res
sodo število. Poleg tega iz ekvivalence vidimo tudi, da če je Fm sodo število, mora
3 nujno deliti m. Torej so to res vsa soda števila v zaporedju. □
2.5. Fibonaccijeva števila in trikotniki. V tem poglavju si bomo pogledali, ali
lahko Fibonaccijeva števila tvorijo dolžine stranic trikotnika, pri tem bomo sledili [14]
in [12, 13. poglavje].
Hitro opazimo, da tri zaporedna Fibonaccijeva števila nikoli ne morejo predsta-
vljati dolžin stranic trikotnika, saj je po definiciji vsota dveh zaporednih Fibonaccije-
vih števil natanko enaka tretjemu, kar pomeni, da ta števila ne ustrezajo trikotniški
neenakosti.
Obstajajo pa trikotniki, katerih dolžine stranic so Fibonaccijeva števila in imajo
dve stranici enako dolgi. Primer takšnega trikotnika je trikotnik s stranicami dolžin
3, 3 in 5. Vendar takšni trikotniki niso pravokotni, saj noben pravokotni trikotnik, ki
ima dolžine stranic enake celim številom, ni enakokrak. To je posledica Pitagorovega
izreka, saj v primeru, da sta dolžini katet enaki in sta celi števili, dolžina hipotenuze
ne more biti celo število.
Vendar obstajajo pravokotni trikotniki, ki imajo dolžini dveh stranic enaki različ-
nima Fibonaccijevima številoma, dolžina tretje pa je neko celo število. Edina znana
takšna trikotnika sta trikotnik z dolžinami stranic 3, 4, 5, imenovan Egipčanski tri-
kotnik, in trikotnik z dolžinami stranic 5, 12, 13. Ali obstaja še kak tak trikotnik,
pa je trenutno še nerešeno vprašanje.
Poglejmo še, ali lahko dve zaporedni Fibonaccijevi števili tvorita kateti pravoko-
tnega trikotnika z dolžino hipotenuze enako nekemu naravnemu številu. Fibonacci-
jeva števila s Pitagorovim izrekom povezuje Lucasova formula iz leta 1876, ki pravi,
da je
Fn
2 + F 2n+1 = F2n+1,
pri čemer je n poljubno naravno število. Dokaz formule se nahaja v [14, str. 81].
Lucasova formula nam pove, da lahko pravokotni trikotnik oblikujemo s katetama,
ki imata dolžini enaki zaporednima Fibonaccijevima številoma Fn in Fn+1, samo če
je F2n+1 popolni kvadrat. Če pogledamo začetne člene Fibonaccijevega zaporedja,
opazimo, da so popolni kvadrati le F1 = F2 = 1 = 12 in F12 = 144 = 122. Izkaže
se, da so to edini popolni kvadrati v Fibonaccijevem zaporedju, kar je dokazano v
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vendar pa je n po predpostavki naravno število, zato nobena izmed teh vrednosti
ni ustrezna. Dolžini katet pravokotnega trikotnika torej ne moreta biti enaki dvema
zaporednima Fibonaccijevima številoma.
2.6. Fibonaccijeva fakulteta in binomski koeficienti. Na Fibonaccijevih šte-
vilih lahko definiramo posebno obliko fakultete in binomskega koeficienta, ki imata
podobne lastnosti kot običajna fakulteta in binomski koeficient. V tem podpoglavju
si bomo ogledali njuno definicijo in lastnosti, sledili pa bomo [10].
Definirajmo najprej analogijo fakultete na Fibonaccijevih številih.
Definicija 2.27. Za poljubno naravno število n Fibonaccijevo fakulteto označimo z
n!F in jo definiramo kot produkt zaporednih Fibonaccijevih števil od F1 do Fn,
n!F = FnFn−1Fn−2Fn−3 · · ·F2F1.
Poleg tega definiramo še 0!F = 1.
S Fibonaccijevo fakulteto lahko definiramo še Fibonaccijeve binomske koeficiente,
to so binomski koeficienti, v katerih nastopajo samo Fibonaccijeva števila in Fibo-
naccijeva fakulteta.
Definicija 2.28. Naj bosta n in k naravni števili. Fibonaccijev binomski koeficient


















; če je n ≥ k ≥ 0
0; sicer
.













Za Fibonaccijev binomski koeficient veljajo zelo podobne lastnosti kot za običa-
jen binomski koeficient. Teh lastnosti ne bomo dokazovali, saj lahko do njih hitro


































Poglejmo si še nekaj vrednosti Fibonaccijevih binomskih koeficientov za števila
od 0 do 7.
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n\k 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1
1 1 1
2 1 1 1
3 1 2 2 1
4 1 3 6 3 1
5 1 5 15 15 5 1
6 1 8 40 60 40 8 1
7 1 13 104 260 260 104 13 1
Tabela 2. Fibonaccijevi binomski simboli.





































Dokaz. Število Fn lahko zapišemo kot F(n−k)+(k−1)+1. Če uporabimo lemo 2.19,
dobimo:
Fn = Fn−kFk−1 + Fn−k+1Fk.












Fn · · ·Fn−k+1
Fk · · ·F1
= Fn ·
Fn−1 · · ·Fn−k+1
Fk · · ·F1
= (Fn−kFk−1 + Fn−k+1Fk) ·
Fn−1 · · ·Fn−k+1
Fk · · ·F1
=
Fn−1 · · ·Fn−k+1Fn−k
Fk · · ·F1
· Fk−1 +
Fn−1 · · ·Fn−k+1















Ta trditev nam pove, da lahko element, ki se nahaja na mestu (n, k) v tabeli,
izračunamo iz elementa, ki je v tabeli direktno nad njim na mestu (n − 1, k) in
elementa, ki se nahaja zgoraj levo diagonalno na mestu (n− 1, k − 1).
Iz te zveze vidimo, da so vsi Fibonaccijevi binomski koeficienti cela števila, po-
leg tega pa lahko definiramo Fibonaccijev trikotnik, ki je analogen Pascalovemu
trikotniku. Trikotnik je viden v zgornji tabeli 2.
Vsako število v tabeli je povezano tudi s tistim direktno nad njim in levo od njega.





























Dokaz. Formuli sledita iz definicije Fibonaccijevega binomskega koeficienta. Desna
stran enačbe (9) je enaka:
Fn
Fn−k
· Fn−1 · · ·Fn−k
Fk · · ·F1
=
Fn · · ·Fn−k+1








Podobno izračunamo desno stran enačbe (10):
Fn−k+1
Fk
· Fn · · ·Fn−k+2
Fk−1 · · ·F1
=
Fn · · ·Fn−k+1








3. Fibonaccijeva števila in praštevila
Med Fibonaccijevimi števili in praštevili lahko najdemo veliko zanimivih povezav,
nekaj si ji bomo pogledali v tem poglavju, pri tem pa bomo sledili [20].
3.1. Wall-Sun-Sunova praštevila. S Fibonaccijevimi števili lahko definiramo po-
sebno vrsto praštevil, ki jih po ameriškem matematiku Donaldu Dinesu Wallu in
bratih dvojčkih Zhi-Hong in Zhi-Wei Sunu imenujemo Wall-Sun-Sunova praštevila.
Preden definiramo ta števila, najprej definirajmo operator, imenovan Legendrov
simbol. V nadaljevanju sledimo [22].





⎧⎨⎩ 0; p|a1; če obstaja k, da je k2 ≡ a (mod p)−1; sicer .
Definicija 3.2. Praštevilo p > 5 je Wall-Sun-Sunovo praštevilo, če p2 deli Fp−( p
5
).
Kljub temu, da trenutno ne poznamo niti enega Wall-Sun-Sunovega praštevila,
je dokazano, da morajo biti večja od 1014 in domneva se, da naj bi jih obstajalo
neskončno.
Na prvi pogled se zdi definiranje števil, za katera ne vemo, ali sploh obstajajo,
precej nesmiselno. Vendar so ta števila dolgo igrala pomembno vlogo pri iskanju
protiprimera prvega primera Fermatovega velikega izreka [19], ki pravi: “Za tri spre-
menljivke x, y, z in praštevilo p različno od 2, pri čemer p ne deli produkta xyz,
enačba xp + yp = zp nima netrivialnih celoštevilskih rešitev.” Brata Sun sta doka-
zala, da če prvi primer Fermatovega velikega izreka ne drži za praštevilo p, mora
biti p Wall-Sun-Sunovo praštevilo. Zaradi te povezave je bilo vse do leta 1995, ko
je Andrew Wiles dokazal Fermatov izrek, iskanje Wall-Sun-Sunovega števila tudi
iskanje potencialnega protiprimera tega izreka.
3.2. Fibonaccijeva praštevila.
Definicija 3.3. Fibonaccijeva praštevila so tista Fibonaccijeva števila, ki so prašte-
vila.
Če si pogledamo nekaj začetnih Fibonaccijevih števil, hitro opazimo, da je med
njimi precej praštevil, zato bi zlahka sklepali, da je Fibonaccijevih praštevil ne-
skončno. Vendar pa za ta sklep trenutno nimamo dokaza. Kljub temu, da je do-
mneva, da je Fibonaccijevih praštevil res neskončno, to trenutno ostaja eno izmed
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odprtih vprašanj v matematiki. Največje trenutno znano Fibonaccijevo praštevilo
je F104911, ki ima 21925 števk.
Čeprav ne znamo dokazati neskončnosti Fibonaccijevih praštevil, pa lahko s po-
močjo Fibonaccijevih števil dokažemo dobro znano dejstvo, da je vseh praštevil
neskončno. Dokaz naredimo s pomočjo trditve 2.23.
Dokaz neskončnosti praštevil [15]. Dokaz bomo naredili s protislovjem. Predposta-
vimo, da so p1, p2, p3, . . . , pk vsa praštevila in definiramo množico Fibonaccijevih
števil, ki imajo za indekse praštevila, A = {Fp1 , Fp2 , . . . , Fpk}. Iz trditve 2.23 sledi,
da sta si vsaki dve Fibonaccijevi števili iz A tuji, saj je
(Fpi , Fpj) = F(pi,pj) = F1 = 1
za i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , k}, i ̸= j. Ker si je vseh k števil iz množice A tujih
in ker je po predpostavki vseh praštevil samo k, sledi, da ima vsako Fibonaccijevo
število iz A natanko 1 prafaktor. Vendar hitro najdemo primer Fibonaccijevega
števila s praštevilskim indeksom, ki ima 2 prafaktorja, takšno je na primer število
F19 = 4181 = 37·113. Prišli smo do protislovja, torej je vseh praštevil res neskončno.
□
Lema 3.4. Za vsako naravno število n ̸= 4 velja: če je Fn praštevilo, je n praštevilo.
Dokaz. Predpostavimo, da je Fn praštevilo, n pa ni praštevilo in dokažemo, da ta
primer velja le za n = 4.
V tem primeru lahko n zapišemo kot produkt n = k · m, pri čemer sta k in m
naravni števili, različni od 1 in n. Fn pa lahko zapišemo kot Fkm. Po lemi 2.21 Fm
in Fk delita Fn. Ker je po predpostavki Fn praštevilo, sta njegova edina delitelja
1 in Fn. Ker sta k in m različna od 1 in n, je edina možnost, da Fk in Fm delita
Fn, če sta k in m oba enaka 2, saj je F2 = 1. V tem primeru je n enak 4. Torej
za vse ostale vrednosti n iz predpostavke, da je Fn praštevilo, sledi, da je tudi n
praštevilo. □
Opomba 3.5. Obratno v splošnem ne velja. Torej če je n praštevilo, Fn ni nujno
praštevilo. Protiprimer je na primer F19 = 4181 = 37 · 113, 19 je praštevilo, 4181 pa
ni, saj smo ga zapisali kot produkt dveh praštevil. Če bi ta obratna lastnost veljala,
bi imeli tudi dokaz prej omenjenega problema o obstoju neskončno Fibonaccijevih
praštevil. Ta bi sledil neposredno iz dejstva, da je vseh praštevil neskončno, saj je
posledično Fibonaccijevih števil s praštevilskimi indeksi neskončno.
Fibonaccijeva števila Fp, za katera je p praštevilo in Fp ni praštevilo, lahko celo
konstruiramo. Kako to storimo, opisuje naslednja trditev.
Trditev 3.6. Naj bo p praštevilo, večje od 7, ki zadošča pogojema
• p ≡ 2 (mod 5) ali p ≡ 4 (mod 5),
• 2p− 1 je praštevilo.
Potem Fp ni praštevilo in je deljivo z 2p− 1.
Dokaz. Trditev je leta 1998 dokazal Vladimir Drobot v članku [5]. □
Definirajmo še posebne pare Fibonaccijevih praštevil.
Definicija 3.7 ([18]). Fibonaccijev praštevilski par je tak par Fibonaccijevih števil
(Fp, Fp+2),
da so p, p+ 2, Fp in Fp+2 praštevila.
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Edini trenutno znani Fibonaccijevi praštevilski pari so
(F5, F7), (F11, F13), (F431, F433), (F569, F571).
3.3. Števila, sosednja Fibonaccijevim številom. Poglejmo si še eno zanimivo
povezavo med Fibonaccijevimi števili in njihovimi sosednjimi števili, pri čemer bomo
sledili [12, poglavji 5.3 in 5.4].
Najprej si oglejmo prvih 11 Fibonaccijevih števil in njihove sosede.
število F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89
sosednji števili 0,2 0,2 1,3 2,4 4,6 7,9 12,14 20,22 33,35 54,56 88,90
Tabela 3. Začetna Fibonaccijeva števila in njihova sosednja števila.
Iz tabele 3 vidimo, da imajo izmed prvih 11 Fibonaccijevih števil le F1, F2, F3, F4
in F6 kakega praštevilskega soseda, napisani so odebeljeno. Izkaže se, da so to tudi
edina Fibonaccijeva števila, ki so sosednja praštevilu.
Trditev 3.8. Za vsak n ∈ N\{1, 2, 3, 4, 6} števili, sosednji Fn, nista praštevili.
To trditev je leta 1996 dokazal britanski matematik Toby Gee, takrat še študent.
Našel je tudi formule za razcep števil, sosednjih Fibonaccijevim, kar seveda dokazuje
trditev, da to niso praštevila. Trditev in formule se nahajajo v [7]. Oglejmo si te
formule, ki pa so različne za sode in lihe indekse.
Dokaz. Naj bo n naravno število. Za sosednji števili Fibonaccijevega števila s sodim
indeksom 2n veljata formuli za razcep
F2n + (−1)n = (Fn+2 + Fn)Fn−1,
F2n − (−1)n = (Fn + Fn−2)Fn+1.
Za Fibonaccijevo število z lihim indeksom 2n + 1 pa za sosednji števili veljata
formuli
F2n+1 + (−1)n = (Fn+1 + Fn−1)Fn+1,
F2n+1 − (−1)n = (Fn+2 + Fn)Fn. □
Zelo podobna lastnost velja tudi za kvadrate Fibonaccijevih števil in je opisana
v [12]. Torej števili, ki sta sosednji kvadratu Fibonaccijevega števila (z izjemo zače-
tnih treh), nista praštevili. Lahko ju celo zapišemo kot produkt dveh Fibonaccijevih
števil.
Trditev 3.9. Za vsak n ∈ N\{1, 2, 3} števili, sosednji Fn2, nista praštevili.
Dokaz. Poglejmo si formule za razcep števil sosednjih Fn2 za naravno število n večje
ali enako 4.
Če je n sodo število, veljata formuli
Fn
2 + 1 = Fn−1Fn+1,
Fn
2 − 1 = Fn−2Fn+2.
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Če je n liho število, pa veljata formuli
Fn
2 + 1 = Fn−2Fn+2,
Fn
2 − 1 = Fn−1Fn+1.
Vse formule sledijo neposredno iz Catalanove identitete, če za r vzamemo 1 in 2. □
Izkaže se, da tudi števila, sosednja tretjim potencam Fibonaccijevih števil, niso
praštevila (zopet z izjemo nekaj začetnih).
Leta 1977 pa sta Vernon Hoggat Jr in Marjorie Bicknell-Johnson v članku [8]
dokazala bolj splošno trditev, ki velja za vse potence Fibonaccijevih števil.
Trditev 3.10. Manjši sosed poljubne potence Fibonaccijevega števila večjega od F6
ni nikoli praštevilo.
Večji sosed potence Fibonaccijevega števila pa je lahko praštevilo. To je možno,
če je potenca enaka potenci števila 2 (2, 4, 8, 16 . . . ) in če je hkrati indeks Fi-
bonaccijevega števila večkratnik števila 3. V teh primerih je sosednje število lahko
praštevilo, vendar pa so takšni primeri redki. Poglejmo si nekaj primerov, za katere
to velja, torej primere, ko je večji sosed neke potence Fibonaccijevega števila, ki
ustreza zgoraj opisanima pogojema, praštevilo.
Primer 3.11. Ker ima večina števil v tem primeru veliko števk, si bomo za večino
pogledali le katera števila so to, ne pa tudi njihove točne vrednosti.
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32 + 1 ♢
3.4. Praštevilski delitelji Fibonaccijevih števil. Vsako Fibonaccijevo število,
razen štirih izjem, ima vsaj enega praštevilskega delitelja, ki je različen od prašte-
vilskih deliteljev vseh manjših Fibonaccijevih števil. Lahko bi rekli, da ima vsako
Fibonaccijevo število (z izjemo štirih) pripadajočega praštevilskega delitelja. To
lastnost opisuje naslednji izrek, s katerim se bomo v nadaljevanju ukvarjali bolj
podrobno. Sledili pa bomo [1].
Izrek 3.12. Če je n naravno število, ki je različno od 1, 2, 6, 12, potem je Fn deljivo
z nekim praštevilom p, ki ne deli nobenega od števil Fk za naravno število k manjše
od n.
Pred dokazom izreka si poglejmo praštevilske delitelje začetnih Fibonaccijevih
števil in nekaj lastnosti, ki nam bodo pomagale pri dokazu.
število F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13 F14 F15
1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610
delitelj 2 3 5 13 7 17 11 89 233 29 61
Tabela 4. Nekaj začetnih Fibonaccijevih števil in njihovi praštevilski
delitelji, ki ustrezajo izreku 3.12.
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Iz tabele 4 vidimo, da je precej začetnih Fibonaccijevih števil praštevil. Ta števila
so sama svoj praštevilski delitelj in ustrezajo pogoju iz izreka, saj so vsa predhodna
števila manjša, zato jih gotovo ne delijo. Praštevilskega delitelja Fibonaccijevih
števil, ki niso praštevila, pa dobimo, če število zapišemo kot produkt praštevil in
pogledamo, kateri faktor še ne deli nobenega predhodnega števila. Izrek zagotavlja,
da takšen prafaktor res obstaja za vsa Fibonaccijeva števila z izjemo F1, F2, F6 in
F12.
3.4.1. Priprava za dokaz izreka o praštevilskih deliteljih. Sedaj si bomo ogledali ne-
kaj trditev, ki nas bodo pripeljale do dokaza osrednjega izreka o praštevilskih deli-
teljih Fibonaccijevih števil.
Trditev 3.13. Za poljubni naravni števili m in n velja, da (Fmn
Fn
, Fn) deli m.
Dokaz. Najprej z indukcijo dokažemo, da je Fmn
Fn
≡ m(Fn−1)m−1 (mod Fn).
Za bazo indukcije vzamemo m = 1 in dobimo
Fn
Fn
≡ 1 · (Fn−1)0 (mod Fn) ⇒ 1 ≡ 1 (mod Fn).
Za indukcijsko predpostavko vzamemo, da trditev velja za m,
Fmn
Fn
≡ m(Fn−1)m−1 (mod Fn)
in pokažemo, da iz te predpostavke sledi, da trditev velja tudi za m+ 1.
F(m+1)n lahko zapišemo kot Fmn+(n−1)+1 in uporabimo lemo 2.19 ter dobimo
F(m+1)n = FmnFn−1 + Fmn+1Fn.










≡ m(Fn−1)m−1Fn−1 + Fmn+1 (mod Fn)
≡ m(Fn−1)m + Fmn+1 (mod Fn).(11)
Sedaj lahko z indukcijo dokažemo, da je za poljubno naravno število i, ki je manjše
ali enako m,
Fmn+1 ≡ F(m−i)n+1Fn−1i (mod Fn).(12)
Najprej z uporabo leme 2.19 pokažemo, da formula velja za i = 1:
Fmn+1 = F(m−1)n+n+1
= F(m−1)nFn + F(m−1)n+1Fn+1
≡ F(m−1)n+1Fn+1 (mod Fn)
≡ F(m−1)n+1(Fn−1 + Fn) (mod Fn)
≡ (F(m−1)n+1Fn−1 + F(m−1)n+1Fn) (mod Fn)
≡ F(m−1)n+1Fn−1 (mod Fn).
Sedaj za indukcijsko predpostavko vzamemo, da lastnost velja za i in z uporabo
leme 2.19 pokažemo, da potem velja tudi za i+ 1:
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Fmn+1 ≡ F(m−i)n+1Fn−1i (mod Fn)
≡ F(m−i−1)n+n+1Fn−1i (mod Fn)
≡ (F(m−i−1)nFn + F(m−i−1)n+1Fn+1)Fn−1i (mod Fn)
≡ F(m−i−1)n+1Fn+1Fn−1i (mod Fn)
≡ F(m−i−1)n+1(Fn−1 + Fn)Fn−1i (mod Fn)
≡ F(m−i−1)n+1Fn−1Fn−1i (mod Fn)
≡ F(m−(i+1))n+1Fn−1i+1 (mod Fn).
Če v enačbo (12) vstavimo i = m, dobimo:
Fmn+1 ≡ F(m−m)n+1Fn−1m (mod Fn)
≡ Fn−1m (mod Fn).




≡ m(Fn−1)m + Fn−1m (mod Fn) ≡ (m+ 1)(Fn−1)m (mod Fn).
S tem je indukcijski korak končan.
Definiramo d = (Fmn
Fn
, Fn). Upoštevamo ravnokar dokazano ekvivalenco in dobimo
d = (m(Fn−1)
m−1 + cFn, Fn),
pri čemer je c ∈ Z. Vidimo, da d deli Fn in m(Fn−1)m−1. Ker iz leme 2.20 vemo, da
je (Fn, Fn−1) = 1, mora d deliti m in s tem je trditev dokazana. □
Lema 3.14. Za praštevila p1, . . . , pn in indekse α1, . . . , αn velja formula
p1
α1p2













Pri čemer drugi produkt v števcu in imenvalcu teče po vseh kombinacijah k različnih
praštevil izmed p1, . . . , pn. Števila pi1 , . . . , pik označujejo izbrana praštevila.
Dokaz. Pokazali bomo, da je za vsak pi, i = 1, . . . , n eksponent na levi strani enačbe
enak eksponentu na desni.
Eksponent pri pi na levi strani enačbe je αi. Za desno stran enačbe pa najprej
poglejmo, kakšen je eksponent v števcu. Eksponent pi je v vsakem členu v produktu
enak αi, če pi ni izbran, in αi−1, če je izbran. Število vseh načinov izbire k praštevil,










. Torej je eksponent
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+ · · ·+ (−1)n−1
)︃
= αi(1− (1− 1)n)− (1− 1)n−1
= αi.
Eksponent pri pi je res na obeh straneh enačbe enak, torej enakost drži. □
Lema 3.15. Če je 0 < a < 1, potem je
∏︁∞
n=1(1− an) > (1− a)
1
1−a .
Dokaz. Logaritmiramo obe strani enačbe in dobimo neenačbo
∞∑︂
n=1
ln(1− an) > ln(1− a)
1− a
.
Dokazali bomo, da ta neenačba drži, iz česar bo sledilo, da drži tudi začetna ne-
enačba.
Izraz ln(1− an) lahko razvijemo v Taylorjevo vrsto








+ · · ·
)︃

























































































n lih,n≥1(1− an) ·
∏︁
n lih,n≥3(1− an)∏︁
n sod,n≥2(1− an) ·
∏︁
n lih,n≥3(1− an)
Ker je 0 < a < 1, je vsak člen v števcu manjši od 1 in je torej tudi celoten produkt
































































Lema 3.17. Naj bo m naravno število večje ali enako 3, ki ga lahko zapišemo kot







)︄(pα11 −pα1−11 )···(pαnn −pαn−1n )
g(m) = 2p1 · · · pn.
Edine rešitve neenačbe f(m) ≤ g(m) so števila m = 3, 4, 5, 6, 10, 12, 14, 30.
Dokaz. Najprej bomo dokazali naslednje tri lastnosti, ki veljajo za funkciji f in g
ter število m.
(i) Definiramo m′, ki ga dobimo, če v faktorizaciji števila m nadomestimo pi s
qi, pri čemer velja, da je qi > pi in qi ̸= pk, za vse k = 1, . . . , n. Naj velja še
f(m) > cg(m) za c > 1. Potem je f(m′) > cg(m′).
(ii) Če je f(m) > g(m) in p liho praštevilo, je f(pm) > g(pm).
(iii) Če je f(m) > g(m) in m sod ali f(m) > 2g(m) in m lih, sledi, da je f(2m) >
g(2m).
Sedaj dokažemo vsako izmed teh 3 lastnosti:
(i) Ker je f(m) > cg(m) ≥ 4c, je f(m) > e. Upoštevamo, da je qi večji od pi in
dobimo neenakost


















































Z razvojem v Taylorjevo vrsto lahko pokažemo, da je ex−1 > x za vsak x > 1.
Upoštevamo, da je (x− 1) > 0 in dobimo:



















= c2p1 · · · pn
qi
pi
= c2p1 · · · pi−1qipi+1 · · · pn
= cg(m′).
(ii) Poglejmo si najprej, kaj velja za funkciji f in g, če je p prafaktor števila m in kaj
če ni. Če je p prafaktor m, ki ima eksponent α, je f(pm) = f(m)
pα+1−pα
pα−pα−1 = f(m)p in
g(pm) = g(m). V nasprotnem primeru pa je f(pm) = f(m)p−1 in g(pm) = pg(m).
Vedno torej velja f(pm) ≥ f(m)p−1 in g(pm) ≥ pg(m). Upoštevamo še, da je
g(m) ≥ 4 in dobimo:
f(pm) ≥ f(m)p−1 > g(m)p−1 = g(m)p−2g(m) ≥ 4p−2g(m) > pg(m) ≥ g(pm).
(iii) Če je m sod in f(m) > g(m), je
f(2m) = f(m)2 > f(m) > g(m) = g(2m).
Če je m lih in f(m) > 2g(m), je
f(2m) = f(m) > 2g(m) = g(2m).
S pomočjo teh treh lastnosti lahko sedaj dokažemo, da so edine rešitve neenačbe
f(m) ≤ g(m) števila m = 3, 4, 5, 6, 10, 12, 14, 30.
Recimo, da je m dober, če je f(m) > 2g(m) ali če je m sod in f(m) > g(m).
Iz (ii) in (iii) sledi, da če je m dober, noben večkratnik m ne zadošča neenakosti
iz leme.
29
















= 123 > 122
g(11) = 2 · 11 = 22
f(11) > 122 > 44 = 2g(11).
Očitno je število 11 dobro. Ker je 11 praštevilo, je njegov edini prafaktor 11. Iz
(i) sledi, da lahko 11 nadomestimo s poljubnim večjim praštevilom in bo neenakost
veljala tudi za to število. Torej je vsako praštevilo večje od 11 tudi dobro. Rešitve
neenakosti iz leme so torej lahko le tista števila, ki imajo prafaktorje 2, 3, 5 in 7.
















= 17,94 > 17
g(32) = 2 · 3 = 6
f(32) > 17 > 12 = 2g(32).
Število m = 32 lahko zapišemo kot m = p2, pri čemer je p = 3. Po trditvi (i) so tudi
vsa števila oblike m′ = q2 dobra za vsako praštevilo q večje od p. Tudi m = 3 · 7 je
dober:















= 2207 > 2206
g(3 · 7) = 2 · 3 · 7 = 42
f(3 · 7) > 2206 > 84 = 2g(3 · 7).
Iz (i) sledi, da so tudi števila oblike m = pipj dobra za vsaki tuji praštevili pi > 3
in pj > 7. Edina liha števila, ki lahko zadoščajo neenakosti, so 3, 5, 7 in 15. Dober
















= 6,85 > 6
g(23) = 2 · 2 = 4
f(23) > 6 > 4 = g(23).
Tudi m = 22 · 5 je dober, saj je sod in velja:















= 47 > 46
g(22 · 5) = 2 · 2 · 5 = 20
f(22 · 5) > 46 > 20 = g(23).
Iz (i) sledi, da so tudi števila oblike m = 22 · pi dobra za praštevila pi, ki so večja
ali enaka 5.
Dobra števila zagotovo ne rešije neenakosti, zato ob upoštevanju zgornjih ugoto-
vitev o dobrih številih dobimo 11 možnih kandidatov za rešitev neenakosti:
2, 3, 5, 7, 3 · 5, 2 · 3, 2 · 5, 2 · 7, 2 · 3 · 5, 22, 22 · 3.
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Če za vsako izmed teh števil izračunamo f in g, vidimo, da 2, 7 in 3 · 5 ne ustrezajo
neenakosti, vsa ostala pa ustrezajo. Dobimo torej natanko vse rešitve neenačbe:
m = 3, 4, 5, 6, 10, 12, 14, 30. □
3.4.2. Dokaz izreka o praštevilskih deliteljih. Sedaj lahko z upoštevanjem vseh zgor-
njih lem dokažemo osrednji izrek 3.12 o praštevilskih deliteljih, pri čemer še vedno
sledimo [1]. Dokaza se bomo lotili s predpostavko, da za neko Fibonaccijevo število
velja, da vsi njegovi prafaktorji že delijo neko predhodno Fibonaccijevo število, in
dokazali, da so edina števila, za katera to velja, F1, F2, F6 in F12.
Dokaz. Recimo, da imamo Fibonaccijevo število Fm, m ≥ 3 in m = pα11 pα22 · · · pαnn ,
za katero velja, da vsak prafaktor Fm deli neko manjše Fibonaccijevo število. Torej
vsako praštevilo p, ki deli Fm, deli tudi Fn, za neko naravno število n manjše od
m. Ker p deli Fm in Fn, deli tudi (Fm, Fn), kar je po trditvi 2.23 enako F(m,n).
Največji skupni delitelj m in n mora biti oblike (m,n) = pβ11 p
β2
2 · · · pβnn , pri čemer je
0 ≤ βi ≤ αi za vse i = 1, . . . , n in za vsaj en i velja βi < αi, saj je n < m. Iz tega
ob upoštevanju leme 2.25 sledi:












Vidimo torej, da vsako praštevilo, ki deli Fm, deli eno od števil Fm[1], . . . , Fm[n], pri




Fm ≤ p1p2 · · · pnFm[1] · · ·Fm[n].
To sledi iz trditve 3.13, ki pravi, da (Fmn
Fn
, Fn) deli m. Če vzamemo m = pi in
n = m[i] za i = 1, . . . , n, nam trditev pove, da (Fm[i]pi
Fm[i]
, Fm[i]) = (
Fm
Fm[i]
, Fm[i]) deli pi.
Nekateri faktorji Fm so šteti dvakrat, na primer Fpα1−11 pα2−12 ···pαnn deli Fm[1] in Fm[2],
zato izločimo ponovitve tako kot v lemi 3.14 in dobimo





pri čemer je m[i1, . . . , ik] = mpi1 ,...,pik , števila ij za j = 1, . . . , n pa so med seboj
paroma različni.


































































)n proti 0, ko






Opazimo, da če je n lih, je Fn > F ′n in če je n sod, je Fn < F ′n.
Vrnimo se k neenačbi (19). Vsa Fibonaccijeva števila na levi strani neenačbe so
oblike Fm
k
, pri čemer je k produkt sodega števila različnih praštevil. Vsa števila na








ali če sta indeksa
enaka 1 in 2, kar pa ni možno, saj sta po definiciji k in k′ produkta sodega števila
različnih praštevil.











Leva stran neenačbe (19) bi bila manjša, če bi Fn nadomestili s F ′n in rezultat
pomnožili z γ1. Desna stran neenačbe pa bi bila večja, če bi Fn nadomestili s F ′n in
rezultat pomnožili z γ2.
Definiramo kvocient števil γ2 in γ1 kot ϵ, ϵ = γ2γ1 . Upoštevamo zgornji ugotovitvi








Poglejmo si sedaj, kakšno je število členov na vsaki strani te neenačbe.




















+ · · · Ti števili
sta enaki, saj je njuna razlika enaka (1− 1)n = 0.








)︄m)︄(1− 1p1 )···(1− 1pn )
≤ ϵp1 · · · pn.
Sedaj vstavimo še m = pα11 p
α2







)︄(pα11 −pα1−11 )···(pαnn −pαn−1n )















































)︄(pα11 −pα1−11 )···(pαnn −pαn−1n )
≤ 2p1 · · · pn.
Vidimo, da smo dobili natanko neenačbo iz leme 3.17. Vemo torej, da so edine
možne rešitve dobljene neenačbe za m ≥ 3: m = 3, 4, 5, 6, 10, 12, 14, 30.
Pogledamo, katera izmed teh števil imajo praštevilskega delitelja, ki ne deli no-
benega manjšega Fibonaccijevega števila: 2|F3, 3|F4, 5|F5, 11|F10, 29|F14, 31|F30.
Edini števili, ki nimata takšnega praštevilskega delitelja, sta torej F6 = 8 in F12 =
144. S tem smo dokazali, da sta poleg F1 in F2 to res edini števili, za kateri ne
velja, da imata praštevilskega delitelja, ki ne deli nobenega manjšega števila. Za vsa
ostala Fibonaccijeva števila torej ta lastnost velja in izrek drži. □
4. Zeckendorfov izrek
V tem poglavju si bomo pogledali, kako lahko vsako naravno število enolično
zapišemo kot vsoto različnih Fibonaccijevih števil. To lastnost opisuje Zeckendorfov
izrek, ki je poimenovan po belgijskem matematiku Eduardu Zeckendorfu. Poleg tega
si bomo pogledali še, kakšne so posledice tega izreka. Pri tem bomo sledili [14, str.
429–433] in [23].
Izrek 4.1. Za vsako naravno število n obstajajo enolično določena naravna števila
ci ≥ 2, ci+1 > ci + 1, da je n =
∑︁k
i=0 Fci.
Definicija 4.2. Vsota n =
∑︁k
i=0 Fci iz izreka se imenuje Zeckendorfova reprezenta-
cija števila n.
Enoličnost zapisa sledi iz pogoja, ki pravi, da v vsoti nikoli ne nastopata dve
zaporedni Fibonaccijevi števili.
Pred dokazom izreka si poglejmo en primer Zeckendorfove reprezentacije.
Zgled 4.3. Za primer vzemimo število 79 in ga zapišimo z Zeckendorfovo reprezen-
tacijo: 79 = 55+21+3. To je edina možna reprezentacija. Če ne bi imeli pogoja, da
zaporedni Fibonaccijevi števili ne smeta hkrati nastopati v reprezentaciji, zapis ne
bi bil enoličen, saj bi katero izmed števil v vsoti lahko zapisali kot vsoto predhodnih
Fibonaccijevih števil in tako dobili več različnih zapisov. Naš primer bi lahko zapi-
sali kot 79 = 55+ 13+ 8+ 3 ali 79 = 55+ 21+ 2+ 1, vendar to nista Zeckendorfovi
reprezentaciji, saj sta 13 in 8 ter 2 in 1 para zaporednih Fibonaccijevih števil. Iz
tega primera vidimo, da je to, da dve zaporedni Fibonaccijevi števili ne nastopata
v vsoti, potreben pogoj za enoličnost Zeckendorfove reprezentacije. ♢
Pred dokazom Zeckendorfovega izreka si oglejmo še eno lastnost Fibonaccijevih
števil.
Lema 4.4. Naj bo A poljubna neprazna množica Fibonaccijevih števil večjih ali
enakih F2, v kateri nista nobeni dve zaporedni Fibonaccijevi števili. Največje Fibo-
naccijevo število, ki ga vsebuje množica A, naj bo Fj, j ≥ 2. Potem velja, da je vsota
vseh števil iz A strogo manjša od Fj+1.
Dokaz. Lemo dokažemo z indukcijo na j.
Za bazo indukcije vzamemo j = 2 in j = 3. Če je j = 2, imamo množico, v kateri
je največje Fibonaccijevo število F2 = 1. Edino manjše Fibonaccijevo število je F1,
ki pa ne more biti v tej množici, torej je v množici samo F2. Vsota vseh elementov
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množice je torej enaka 1, kar je res manjše od F3 = 2. Lema torej drži za j = 2.
Vzemimo sedaj j = 3. V tem primeru je največji element množice F3 = 2. To je
tudi edino število v množici, saj je edino manjše število, ki je lahko v množici, F2, to
pa je sosednje F3. Vsota elementov te množice je torej enaka F3 = 2, kar je manjše
od F4 = 3. Lema torej drži za bazo.
Za indukcijsko predpostavko vzamemo, da opisana lastnost velja za Fj−2 in do-
kažemo, da potem velja tudi za Fj za vsako naravno število j večje ali enako 4.
Definiramo množico poljubnih nesosednjih Fibonaccijevih števil strogo manjših od
Fj−3 in večjih od F1 in jo označimo z A′. Sedaj definiramo množico A = A′∪{Fj−2}.
Iz definicije množice A sledi, da je njen največji element Fj−2. Definiramo še množico
B = A ∪ {Fj}.
Vsoto vseh elementov množice A označimo s SA, vsoto elementov množice B pa
s SB. Ker je Fj−2 največji element množice A, po indukcijski predpostavki velja
SA < Fj−1. Sedaj upoštevamo to neenakost in definicijo B in dobimo
SB = SA + Fj < Fj−1 + Fj = Fj+1.
Največji element množice B je Fj in kot vidimo iz zgornje neenakosti, je vsota vseh
elementov iz B strogo manjša od Fj+1. Lema torej res velja za vsak j ≥ 2. □
S pomočjo te leme bomo sedaj dokazali Zeckendorfov izrek.
Dokaz izreka 4.1. Dokaz je sestavljen iz dveh delov, dokaza obstoja Zeckendorfove
reprezentacije za vsako naravno število n in dokaza enoličnosti te reprezentacije.
Z indukcijo bomo dokazali, da Zeckendorfova reprezentacija obstaja za vsako na-
ravno število.
Za bazo indukcije vzamemo n = 1. Ker je 1 Fibonaccijevo število, je samo svoja
Zeckendorfova reprezentacija (1 = F2).
Za indukcijsko predpostavko vzamemo, da izrek velja za vsako naravno število,
ki je manjše od n, pri čemer je n poljubno naravno število, in dokažemo, da iz te
predpostavke sledi, da izrek velja tudi za n.
Ločimo primera, ko n je Fibonaccijevo število in ko ni. Če je n Fibonaccijevo
število, je v vsoti samo n in smo zaključili. Če pa n ni Fibonaccijevo število, leži med
dvema zaporednima Fibonaccijevima številoma, Fj < n < Fj+1, za neko naravno
število j. Definiramo število a = n−Fj. Ker je to število manjše od n, po indukcijski
predpostavki zanj izrek velja. Poleg tega za a velja še ena neenakost: a = n− Fj <
Fj+1 − Fj = Fj−1. Iz te neenakosti sledi, da v Zeckendorfovi reprezentaciji števila a
število Fj−1 zagotovo ne nastopa. Torej lahko število n = a+Fj zapišemo kot vsoto
Zeckendorfove reprezentacije števila a, ki ji prištejemo Fj in to je res Zeckendorfova
reprezentacija n, saj Fj−1 ne nastopa v reprezentaciji a.
Sedaj moramo dokazati še enoličnost Zeckendorfove reprezentacije. Vzemimo dve
neprazni množici paroma različnih Fibonaccijevih števil, ki imata enaki vsoti ele-
mentov in ju označimo s T in S. Sedaj definirajmo še dve množici, ki nimata skupnih
elementov: S ′ = S\T in T ′ = T\S. Ker smo T ′ in S ′ dobili z odstranitvijo enakih
elementov množic S in T (S∩T ), je tudi vsota elementov iz S ′ enaka vsoti elementov
iz T ′.
Sedaj bomo s protislovjem dokazali, da je vsaj ena od množic S ′ in T ′ prazna.
Predpostavimo torej, da S ′ in T ′ nista prazni. Naj bo Fs največji element množice
S ′ in Ft največji element množice T ′. Ker S ′ in T ′ ne vsebujeta nobenih skupnih
elementov, je Fs ̸= Ft. Brez škode za splošnost predpostavimo, da je Fs < Ft. Iz
tega sledi, da je Fs+1 ≤ Ft. Lema 4.4 pravi, da je vsota elementov množice S ′ strogo
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manjša od Fs+1, vsota elementov v množici T ′ pa je večja ali enaka Ft, saj so vsi
njeni elementi pozitivni in vsebuje Ft. Označimo sedaj vsoto elementov v S ′ s SS′
in vsoto elementov v T ′ s ST ′ . Z upoštevanjem zgornjih ugotovitev dobimo:
SS′ < Fs+1 ≤ Ft ≤ ST ′ .
Iz tega sledi, da je vsota elementov S ′ strogo manjša od vsote elementov T ′, kar pa
je v nasprotju s predpostavko, da sta vsoti elementov obeh množic enaki, torej je
vsaj ena izmed množic S ′, T ′ prazna.
Brez škode za splošnost predpostavimo, da je S ′ prazna. Vsota elementov množice
S ′ je torej enaka 0. Ker imata S ′ in T ′ enaki vsoti, mora biti tudi vsota elementov
množice T ′ enaka 0. Ker T ′ po definiciji lahko vsebuje le pozitivna cela števila, je
edina možnost, da bo vsota elementov T ′ enaka 0, če bo tudi T ′ prazna. Prišli smo
do ugotovitve, da je S ′ = T ′ = ∅. Ker smo S ′ definirali kot S\T in T ′ kot T\S, sledi,
da sta množici S in T enaki. S tem smo dokazali, da je Zeckendorfova reprezentacija
res enolična. □
Do Zeckendorfove reprezentacije za poljubno naravno število n najlažje pridemo
s pomočjo požrešnega algoritma. Pravilno delovanje algoritma zagotavlja Zecken-
dorfov izrek. Pri tem algoritmu vsakič izberemo največje Fibonaccijevo število, za
katero velja, da ko ga dodamo v vsoto, vsota ne preseže števila n. Postopek:
(1) Definiramo začetno vsoto m = 0.
(2) Poiščemo največje Fibonaccijevo število Fj, ki je manjše oziroma enako n in
ga dodamo v vsoto: m = m+ Fj.
(3) Označimo ostanek z rj = n− Fj. Če je rj = 0, zaključimo, saj smo že dobili
Zeckendorfovo reprezentacijo, sicer ponovimo prejšnji korak, pri čemer n
nadomestimo z rj.
Zgled 4.5. Poglejmo si požrešni algoritem za primer števila 79.
Največje Fibonaccijevo število, ki je manjše ali enako 79, je F10 = 55. To število
damo v vsoto (m = F10) in izračunamo razliko, 79−55 = 24. Največje Fibonaccijevo
število, ki je manjše ali enako 24, je F8 = 21, dodamo ga v vsoto (m = F10 + F8)
in izračunamo razliko, 24− 21 = 3. Največje Fibonaccijevo število, ki je manjše ali
enako 3, je 3. Ko ga dodamo v vsoto, dobimo m = F10 + F8 + F4. Ker je ostanek
3 − 3 = 0, smo s postopkom zaključili in dobili smo Zeckendorfovo reprezentacijo
števila 79: 79 = m = F10 + F8 + F4 = 55 + 21 + 3. ♢
Zeckendorfova reprezentacija ima veliko uporabnih posledic. Ena izmed pomemb-
nejših je Fibonaccijevo kodiranje, z njo pa lahko definiramo tudi operacijo na Fibo-
naccijevih številih.
Definicija 4.6. Imejmo Zeckendorfovi reprezentaciji dveh naravnih števil a in b:
a =
∑︁k
i=0 Fci in b =
∑︁l
j=0 Fdj . Fibonaccijev produkt a in b definiramo kot






Hitro lahko vidimo, da je Fibonaccijev produkt komutativen, saj je definiran kot
vsota, operator seštevanja pa je komutativen. Ameriški matematik Donald Knuth
je v [13] dokazal, da je ta operator tudi asociativen, kar pa na prvi pogled ni tako
očitno.
Sedaj na primeru dveh naravnih števil izračunajmo Fibonaccijev produkt.
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Zgled 4.7. Vzemimo za zgled a = 6 in b = 4. S pomočjo požrešnega algoritma
dobimo Zeckendorfovi reprezentaciji a = 5 + 1 = F5 + F2 in b = 3 + 1 = F4 + F2.
Sedaj po zgornji definiciji izračunamo Fibonaccijev produkt a in b:





Fci+dj = F5+4 + F5+2 + F2+4 + F2+2 = 34 + 13 + 8 + 3 = 58.
♢
4.1. Fibonaccijevo kodiranje. Fibonaccijeva koda je univerzalna koda, ki narav-
nim številom priredi binarni zapis na podlagi Zeckendorfove reprezentacije.
Fibonaccijevo kodo za poljubno naravno število n enostavno dobimo iz Zecken-





pri čemer je ck indeks največjega Fibonaccijevega števila, ki nastopa v tej reprezen-
taciji. Označimo m+ 1 = ck.
Število n najprej zapišemo kot vsoto vseh zaporednih Fibonaccijevih števil manj-





pri čemer je di ∈ {0, 1}, za i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}. Če število Fi+2 nastopa v Zecken-
dorfovi reprezentaciji (22) števila n, je di = 1, sicer je di = 0. Ker je največje
Fibonaccijevo število v Zeckendorfovi reprezentaciji Fm+1, je dm−1 vedno enak 1.
Definiramo še dm = 1 in sedaj lahko enolično definiramo Fibonaccijevo kodo za
število n z zaporedjem indeksov di. Število n zapišemo s Fibonaccijevo kodo kot:
n = d0d1d2 . . . dm−2dm−1dm.
Enoličnost Fibonaccijeve kode sledi neposredno iz enoličnosti Zeckendorfove re-
prezentacije, saj je koda definirana z reprezentacijo. Ker je dm−1 = dm = 1, se
vsaka Fibonaccijeva koda konča z 11. To je edini par enk, ki se pojavi v kodi, saj
bi v primeru, da bi v kodi nastopal še kakšen par enk, Zeckendorfova reprezentacija
vsebovala dve zaporedni Fibonaccijevi števili, kar pa po definiciji ni mogoče. Ta
lastnost daje kodi posebno uporabnost. Omogoča nam namreč, da kode različnih
naravnih števil zapišemo skupaj v eno kodo, saj vedno vemo, kje je konec kode enega
in začetek kode drugega števila. Običajen binarni zapis števil s potencami števila 2
nima te lastnosti, zato je iz tega vidika Fibonaccijeva koda boljša. Poglejmo si to
lastnost na primeru.
Zgled 4.8. Recimo, da imamo Fibonaccijevo kodo 001110110111011. Zanima nas,
katera števila ta koda predstavlja. Ker vemo, da lahko par enk v Fibonaccijevi kodi
nastopa le na koncu kode posameznega števila, znamo to kodo enolično razbiti na
kode posameznih števil. Tako dobimo 4 kode: 0011, 1011, 011, 1011. Števila, ki jih
predstavljajo te kode, so 3, 4, 2 in 4. Če bi sedaj ista števila zapisali v binarnem
sistemu, bi dobili: 11, 001, 01, 001. Če bi te kode zapisali v skupno kodo, bi dobili
1100101001. Te kode pa brez dodatnih informacij ne znamo nazaj enolično razbiti na
4 števila, saj ne vemo, kje se konča eno in začne drugo število. Lahko bi jo na primer
razdelili na: 1, 1001, 01, 001, kar je 1, 9, 2, 4 in ni enako začetnim številom. ♢
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Zgled 4.9. Poglejmo si Zeckendorfove reprezentacije in Fibonaccijeve kode za nekaj
začetnih naravnih števil.




4 F2 + F4 1011
5 F5 00011
6 F2 + F5 10011
7 F3 + F5 01011
8 F6 000011
9 F2 + F6 100011
10 F3 + F6 010011
11 F4 + F6 001011
12 F2 + F4 + F6 101011
13 F7 0000011
14 F2 + F7 1000011




Binet’s formula Binetova formula
Fibonacci number Fibonaccijevo število
Fibonacci rectangle Fibonaccijev pravokotnik
Fibonacci spiral Fibonaccijeva spirala
Fibonomial coefficient Fibonaccijev binomski koeficient
Fibonorial Fibonaccijeva fakulteta
golden number zlato število
golden rectangle zlat pravokotnik
golden spiral zlata spirala
phyllotaxis filotaksa
Zeckendorf’s theorem Zeckendorfov izrek
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